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I. INTR00ucT10~ 
Un opkrateur differentiel P est dit localement resoluble dans les distribu- 
tions au point x d’une varitte de classe C”A4 si et settlement si: pour toute 
fonction fCcu a support compact, il existe un voisinage 23 de x, et une 
distribution u veritiant Pu = f sur ‘23. 
Le cas od A4 est un groupe de Lie nilpotent gradut connexe et simple- 
ment connexe, et ou P est invariant par les translations a gauche du 
groupe, a ett ttudie dans nos articles [LBl-LB4]. La resolubilite en 
l’element neutre est Bquivalente a la resolubilitt en tout point, et la 
rtsolubilite dans les distributions a celle dans C”. Cette derniere propriete 
est mise en dtfaut si A4 n’est pas un groupe: xa/ay est resoluble dans les 
distributions, mais pas dans C”, bien que cet optrateur puisse &tre 
consider6 comme operant sur un quotient du groupe de Heisenberg de 
dimension 3, et provenant de l’algebre enveloppante de ce groupe. 
Si G est un groupe de Lie nilpotent connexe et simplement connexe, on 
designe par 6 son algebre de Lie, II l’algebre universelle enveloppante 
complexiliee, 3 son centre. Par la representation reguliire a droite, on 
identifie U a l’algbbre des operateurs differentiels invariants a gauche sur G. 
Soit c une involution de 6, et $3 l’ensemble de ses points fixes. H est le 
sous-groupe ferme de G d’algebre de Lie 45. Le couple (G, H) est un espace 
symetrique nilpotent. 
Soit P un operateur differentiel B coefficients C” sur le quotient H\G. Le 
cas oti P commute a faction de G sur H\G est bien connu: un tel 
operateur est l’image par la representation reguliere a gauche dun element 
de U, invariant par les ad(h) pour h dans H. Dans ce cas, en Ctablissant 
une formule de Plancherel pour H\G, et en adaptant la methode de Rays, 
Y. Benoist a montre dans [B] que P posslde une solution elementaire, et 
est done rksoluble sur H\G. Ce resultat a aussi ete prouve par G. Lion en 
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s’inspirant du travail de F. Rouviere [R]. Le resultat obtenu concerne plus 
gtntralement les operateurs semi-invariants ur H\G. Nous utiliserons ces 
travaux dans le cas d’optrateurs provenant du centre de l’algbbre envelop- 
pante. 
Mainenant, si P est l’image dun element de U par la representation 
regulierc a droite, on peut considerer P comme operant sur H\G; en 
general, l’optrateur obtenu ne jouit d’aucune invariance. Remarquons que 
cet operateur est aussi l’image de P par la differentielle de la representation 
induite ; t G par le caractere trivial de H. On notera ZJ,, 5I cette represen- 
tation. :,‘ttude de l’hypoellipticite de ces operateurs a CtC abordee par 
B. Helffe r et J. Nourrigat dans [ HN 1, H 11. 
En prrticulier, on peut Ccrire les operateurs introduits pas GruSin [G] 
sous la forme II,,,,(P), od P est invariant sur un groupe de Lie nilpotent 
G de ra lg r, dont l’algbbre est de dimension rn + 1. Si r > 2, (G, H) n’est 
pas un (space symetrique, et si r = 2, l’hypothese H, de notre Theo&me 1 
nest pa: veriliee. Ces operateurs ne rentrent done pas dans le cadre de cet 
article, <t il seront Ctudites par une methode legerement differente dans un 
autre pr blication. 
Pour pouvoir formuler nos rtsultats, nous avons besoin de quelques 
notations et rappels. Tout d’abord, nous supposons que G est nilpotent 
grad& (le rang r, et que H est aussi gradue :
@=@I@ ‘.’ @6,, [Si, 6j]cOi+j, avec 6,=0 si k>r 
s3=5,0 .‘. 05,, sj, c Bi Vi. 
On post: Q’=6i@ . . . 0 6,, et on d&nit classiquement une famille de 
dilatations par: S,/Oi= t’ld. U est alors gradute; on note U, sa com- 
posante homogbne de degre m, et U” la somme directe 6 0 U, 0 . . . 0 II,, 
Les r :prtsentations unitaires irrtductibles de G sont dtfinies par la 
methode des orbites de Kirillov ; pour 1 appartenant au dual 8* de Q, on 
notera Z!, la (classe de) representation associee A l’orbite de 1. Si R est une 
sous-alg:bre, et ,I un homomorphisme de R dans [w, on pose II(i,R, la 
represeniation induite par le caractere e”“’ de R. On note aussi a(,?, R) 
l’ensemble des formes lineaires sur 8 dont l’orbite contient un point dont 
la restriction a si vaut 1. Le spectre de la representation I7,,., est alors: 
SPfl,,.,= VW~Q,,..,,. 
Dans la definition precedente, B dtsigne l’adherence pour la topologie 
usuelle de 8*. Si on remplace celle-ii par l’adherence de Zariski, on obtient 
une autr: not@ de spectre, note Sp I7,,, R). En general, Sp est strictement 
contenu dans Sp. Des details sur ces notions sont don&s dans [HNl, Hl]. 
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Dans le cas dun operateur sur un groupe, (qj = {o>.), le methode utilisee 
dans [LB2-LB41 pour prouver la rtsolubilite comporte deux &apes : on 
prouve que les operateurs II, sont inversibles (en un sens convenable), 
et on utilise la formule de Plancherel pour en deduire one solution 
distribution de l’tquation Pu =f: Dans le cas dun espace symetrique 
nilpotent, on dispose depuis les travaux de Benoist dune formule de 
Plancherel pour H/G. Dans celle-ci, seules interviennent les representations 
contenues dans le spectre de l7,, 8). 11 est done tentant d’obtenir des condi- 
tions suI%antes de resolubilitt du type de celles que nous avons prouvees 
sur les groupes, en faisant porter les hypotheses uniquement sur certaines 
representations du spectre de Z7,, e). Les methodes de preuve ttant tres 
voisines de celles utilisees dans nos articles precedents ur les groupes, et 
puisque nous utiliserons de nombreux resultats intermtdiaires de ceux-ci, 
nous n’insisterons ici que sur les points nouveaux. 
Pour terminer cette introduction, nous detaillons le resultat obtenu pour 
les groupes de rang 2. On ne restreint pas vraiment la generalitt en suppo- 
sant que 4j est contenue dans 6 I . Pour toute forme lineaire q sur 6ij2, on 
note K, le noyau de la forme bilineaire sur @I definie par: B&X, Y) = 
q( [X, Y] ). On note 2p le rang generique de B,, 6, l’espace des’ vecteurs 
C” de la representation Z7, et P* l’adjoint formel de P. (G, H) est un 
espace symetrique nilpotent. Notons ‘p = {XE 6*, a(X) = -X>. 
TI~OR~ME 1. Tout opt!rateur P de U, vt!r$iant les hypoth&es HI i2 H, 
ci-dessous est tel que l7,, B)(P) soit localement rksoluble dans les distribu- 
tions en tout point de H\G. 
Toute forme linkaire q non nulle sur 6, vkrzfie: 
HI. K,nW{O). 
P lui-m$me vtrifie: 
HZ. Z7,(P*) est injectifdans 6, pour tout 1 de Sp ZZ(,,e, n 6:. 
H3. Z7,(P*) est injectif dans 6, pour tout,1 non nulle telle que: 
l~Spl7,,,,, et rang B,,<2p.(q=l,). 
Remarquons que si !+j = {0}, ce theoreme est le thtoreme 5.1 de [LB3]. 
Dans ce cas, l’hypothbse H, a et6 utilisee par de numbreux auteurs: elle 
exprime l’ellipticite transverse de P. H, Porte uniquement sur les reprtsen- 
tations “non generiques,” et contenues dans le spectre de 17,. e,). H, Porte 
sur le couple (G, H). Elle fournit une direction dans laquelle on peut 
“complexifier” les representations (cf. [LB2-LB4]), et assure que les 
representations ainsi obtenues restent dans la complexilkation de Q(0, B), 
et interviendront done effectivement dans la formule de Plancherel de H\G. 
Notons entin que dans le cas oh Sp Z7(0,!$) est Cgal au dual de G, le 
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thCor&nle prkckdent implique la rtsolubilitt de P sur le groupe G. 
MCme ians ce cas, le rCsultat prksente un intCrCt, car il est faux que la 
rksolub 1itC sur G implique celle-ci sur H\G : cf., [LB1 ] oti la mCthode de 
Rouvible CR] est appliquke pour prouver la rksolubilitt de a/& + 
P(x, a/ix) , avec P non nkcessairement rksoluble. On connera 6 la tin de 
l’article des gkntralisations A l’aide du thkorkme 1 du cas de (a/at)* + 
(a/%x)’ t (x8/&)’ + a(a/az) qui peut se traiter par la mkthode prC&dente. 
Rem: rquons enfm que dans le cas des groupes de type H, c’est-A-dire si 
KV = { 0} pour q # 0, on peut obtenir des rksultats en utilisant la mkthode 
de CRT]. 
II PROPRIBT~S DES OP~RATEURS h’,(P); PREUVE DU THI~OR~ME 1 
Dans la recherche de conditions suftisantes, il est classique que l’on peut 
supposer P formellement auto-adjoint, et de degrk m aussi grand que 
ntcessaire, en considkrant (PP*)k. H, Ctant l’espace de la reprkentation 
Z7, et I me forme linkaire sur 8, on dkfinit les espaces de Sobolev: 
Hy= {~EH,,,VAEU”,~~~(A)~EH,,}. (2.1) 
Ce son1 des espaces de Hilbert pour le produit scalaire construit A l’aide 
d’une b;lse de U”, et on note 11. IIm,l a norme associte. 
On s;lit alors (voir [H2, ou HN,, N]), qu’un opkrateur P de U, qui 
vCrifie l’hypothke (2.2) ci-dessous, satisfait alors l’intgalitk (2.3) suivante :
’ VIESPn,O,,,n@s, 1 IT,(P) est injectif dans 6,. (2.2) 
VIE SP n,,,,, l/,1 < 19 lI4m,/=G cCIln,(Pbll + Il41. (2.3) 
11 rksult: de (2.3) que les opkrateurs II,(P) de H,,, dans L2 = H, sont 
d’image fermke, et que leur noyau est de dimension linie. Pour pouvoir 
appliqut r les thCor&mes de perturbation comme dans [LB3], it faut savoir 
que si P est formellement auto-adjoint, alors la rkalisation (17,(P), Hy) est 
auto-adjointe ; Ceci est prouvt dans [LB31 si 1’hypotMse (2.2) Porte sur 
tout 1’oIthogonal de 8,. On utilise pour cela le fait, prouvk dans [HN2], 
que le noyau de n,(P) dans Hy cdincide avec son noyau dans L2 et dans 
6’. Ce r Jsultat est probablement encore vrai d&s que (2.2) est &alike, mais 
nous ne savons le montrer que si r = 2, ou bien en gCntra1 sous une 
hypotM;e plus forte que (2.2) (voir (2.4) ci-aprbs). 
Si r = 2, il est facile de voir que 
H~={~EL~,~c~~+IBI~~~~‘D~~EL~}. (2.4) 
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implique alors l’ellipticitt de n,(P), et mcme que le symbole principal de 
cet operateur, i.e., la composante homogene de plus haut degrt en (s, c) de 
son symbole, domine (s* + c*)“/*. (On peut supposer m pair.) On sait 
qu’alors II,(P) est a indice de Hy dans L*, et que son noyau dans 6’ est 
Cgal a son noyau dans 6 [H3]. On verra dans les exemples A la fin de cet 
article d’autres cas oti 17,(P) aEc domaine I-Z;” est auto-adjoint: c’est le cas 
en particulier si Sp I7(, e) = Sp I7,, 8 ). Considtrons en effet l’hypothese 
suivante :
vG&,,,n@:, n,(P) est injectif dans 6,. (2.5) 
Si P est de la forme Q*Q, et I dans Sp Z7,,,,, (2.4) implique que 
(U,(P), Hy) est auto-adjoint; on utilise les resultats de (Hl]: on peut 
construite comme dans cet article un optrateur hypoelliptique VI 
homogene tel que: 
Les images de ‘pl par toute les representations degenerees sur exp 8, Ctant 
injectives dans 6, on sait que le noyau de Z7,(‘$,) dans 6’ coincide avec 
son noyau dans 6. Compte tenu de (2.6), on a le resultat cherche. 
Remarquons de plus que, puisque $J est graduee, Sp 17,, e) est un ferme 
G-stable de (fi*, conique pour les dilatations 6,. Si F est un autre tel cone, 
les techniques de Helffer et Nourrigat mises en ceuvre dans [LB3, LB41 
prouvent que l’injectivite de n,(P) pour 1 dans Fn Sp Z7,, 8) implique cette 
injectivite, avec controle des normes des inverses, dans un voisinage de F 
dans SP n,,,,. 
Nous sommes en mesure de prouver le theoreme 1. Pour v] de norme 1 
dans O:, on construit comme dans [LB23 une base (T,, Zj, Wi) de Q,, oti 
les Wi forment une base de K,,, et: B&T,, r,) = B,(Zj, 2,) = 0; 
B&T,, Tk) = S,,,. On peut faire cette construction, au moins localement, 
analytiquement en q, et en sorte que $3 soit contenue dans l’espace vectoriel 
engendre par les vecteurs de la base sauf W,. On utilise pour cela 
l’hypothese (H,). On obtient une parametrisation de G en considerant les 
representations IZ,, oti 1 a pour coordonntes (0, 0, 5) dans la base duale de 
(Tj, Zj, Wj). On notera II,,, cette representation; l’appartenance de II,,, a 
Sp n,,,, est independante de la composante de I sur WT. Les considera- 
tions prectdentes permettent de suivre l’etude de [LB31 pour inverser les 
optrateurs II,,(P). Les complexifites utilisees restent dans le spectre de 
17,, 51, puisque seule la composante de 5 sur W,+ prend des valeurs com- 
plexes. On utilise pour conclure la formule de Plancherel Ctablie par 
Benoist [B, Theoreme 3.41. Pour expliciter cette Ctape il faut rappeler 
certains resultats de [B]. On note p la projection G -+ H/G. (G, H) &ant 
un espace symetrique nilpotent, l’application exponentielle determine par 
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passage au quotient un diffeomorphisme xp de 5j.3 = { XE 8, a(X) = -X} 
sur HIaT. Si dh et dp sont des mesures de Lebesgue sur J3 et ‘p, et 
dX= dA 0 dp (mesure de Lebesgue sur O), ,u~ et pu, des measures de Haar 
assock s sur G et H, et $ l’application de H x ‘!Q dans G donnee par 
$(h, p) = h exp p, alors: 
et exp, :dp) est une mesure G-invariante sur H/G, soit P~,~. 
11 exi ;te alors une mesure v sur $‘-/H et, pour tout I de !+jI/H, un vecteur 
C- O3 dl: la representation Z7,, soit a,, tels que 
vv E a(H/G), cp(g) = j-,H (jl,(cpoejtp-‘) a,, ar) dv(Z). 
i?,( cp) a,= ZZ,(d) a, est independant du choix de la mesure 4 
vtrfiant p,(4) = (~p~,~. (Si 4 E a(G), n,(4) a, est vecteur C” de 
II,. 1 
On deduit des rtsultats precedents que si 4 et 6 sont des relevements de 
cp et I~(I:I)(H/G)), alors: 
by 6 =Isl,” (n,(d) a/, n,(Q) a,) dv(O 
On a ainsi releve le problbme sur H/G en un probleme sur G, et on va 
utiliser les constructions de [LB3]. On definit une distribution E sur H/G 
par une somme finie de termes de la forme 
ou Ci e:#t une partition convenable de l’unite, r(Z) un cercle dans @, tvitant 
les poir ts od l’image de P par la representation Z7,, “complexifite” de Z7, 
en II, r ‘est pas inversible, de L un element central de U. D’aprbs ce qui 
precede x Ei est bien indtpendante du choix des relevements I$ et 0 de cp 
et 0. D : plus, si E = C Ei dtfinit une distribution, la formule de Plancherel 
prouve que : 
(PE, cp) = (0, Lv) = (L’4 cp). 
Puisque L’ est resoluble (G invariant sur H/G), on en dtduit que P est 
resoluble dans a’( H/G). 
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Pour prouver la convergence de chaque inttgrale Ei, on utilise [LB3]. 
Par construction de r(l), on controle la norme de J7=(P)-’ en tant 
qu’operateur borne sur L2, ainsi que la mesure de T(l). En utilisant deux 
fois l’inegalite de Cauchy-Schwartz on obtient, avec une constante A 
independante de 1 et z: 
> 
112 
<A W,(O * 4 a,, 4) Ml) 
> 
112 
X SUP (Uz(d * d, a/, 4) Wl) . 
z~F(l) 
(On choisit L pour tuer les puissances negatives de 1, provenant du 
controle de U,(P)-’ et r(l).). 
11 reste a montrer que la seconde inttgrale est majorte par une semi- 
norme de cp dans 6, puisque la premiere converge d’aprh la formule de 
Plancherel. Posons 4 * 6 = Ic/. Avec les notations de [LB3], n,(e) = 
zz,(e i(‘-Zz)“$) oh on a identifie G et 6 par exp, et ou ~?i est la coordonnee 
“complexitite” qui, d’apres l’hypothbse (Hi ) du theoreme 1, est dans Fp. Le 
theorbme 3.2.2 de [B] donne 
ou /II est une mesure portee par l’orbite de 1 dans $‘, et 5 la transform&e 
de Fourier euclidienne de ‘!#. Mais p*(ei(‘-‘)‘i$) est de la forme &-‘)‘lp, 
avec p E a(p), puisque Et, est dans ‘Q. 
Puisque par construction les mesures d/?, sont la d&integration de la 
mesure & duale de dp, par rapport a dv, il nous suffit de montrer que 
l’intbgrale suivante converge : 
s sup l(~(ei(‘-Z)‘lp))l &. 8' ZEF(/) 
Puisque If-z/ est bornee, et que l’on a un bon controle de @, (voir [LB3, 
lemme 7.15]), le convergence st Claire (cf. [LB2, lemme 3.11, et on obtient 
une majoration par une semi-norme de p dans 6, ce qui suffit. Cette 
demonstration nest pas specifique a r = 2, et conveient pour l’ttape 4 de la 
preuve du theoreme 3.2 ci-dessous. 
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III. EXTENSION AUX GROUPES DE RANG r>2-EXEMPLES 
Pour obtenir des conditions sufhsantes de resolubilite si le rang de 
nilpoter ce est plus grand que 2, on va suivre la presentation d% [LB4]. 
Compte tenu des remarques faites au Section II, on devra utiliser Sp au lieu 
de Sp dwis l’analogue de l’hypothese (Hz). La parametrisation suivante de 
6 est bien connue, et figure ici pour fixer les notations. One fixe une base 
de Jord in-Holder graduee de 8, soit { ei ), i = 1, . . . . n. 
PROPOSITION 3.1. I1 existe une partition de (1, . . . . n) en deux parties non 
vides I ?t J, et un polynome G-invariant d non nul sur 6* tels que, si V 
(resp. W’) est le sowespace vectoriel engendre par les e* pour i duns I (resp. 
duns J) on ait: 
(1) D={kO*,d(l)#O} est une reunion d’orbites, dont chacune 
coupe V en un point unique. Ces orbites et les representations associees seront 
dites reg ulieres. 
(2) Pour 1 duns 0, l’orbite de 1 est don&e par: G. l= 
((2, F(1, z)), z E W}, F&ant continue sur 0 x W, a valeur duns V, rationnelle 
en 1 et t olyncimiale en z. 
THBOI&ME 3.2. Soit (si une algebre de Lie nilpotente grad&e de rang r, 
sj une SC jus-algebre grad&e contenue duns 6 1 0 G2 0 . . ’ @ 6, _, , ensemble 
des vec.eurs invariants dune involution de 8. Soit (e;} une base de 
Jordan-Holder grad&e de 6, contenant une base de $, et (d, D, V) definis 
a partir de cette base par la proposition 3.1. On fait sur 6 les hypotheses 
suivan te i : 
(H,) (DnV)n(B2)%Q*#{0}. 
Soit 1’ un element de U, vertjiant: 
(H:) ZI,(P*) est injectgdans 6) pour tout 1 de S,l n s”p n,,,,. 
(H:) ZZ,(P*) est injectifdans 6, pour tout 1 de r\(O) n Sp n,,,,, 
ou r rst l’enveloppe conique fermee du complkmentaire de D. Alors 
I7,, %,(l ) est localement resoluble duns les distributions en tout point de 
H/G. 
Rema-quons que (H,) implique que (0 n V) n (02)' # (0). Si 5j = {0), 
on retwuve le thtoreme de [LB4]. Les hypotheses du theoreme sont 
discutee:: dans cet article. Nous ne donnerons pas les details de la preuve 
du theoieme 3.2, qui se decompose n quatre ttapes, comme dans [LB4]. 
ttai’e 1. On utilise (H,) et (H,) pour obtenir des inverses de ZZ,(P*) 
dans un voisinage des representations non regulibres; il faut verifier que, si 
l’on desire seulement des informations sur les representations du spectre de 
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l7 (O,a,, il sufflt de faire porter les hypothbses ur ce spectre. L’hypothbe 
[W, sq = (0) . t m ervenant dans [LB41 pour utiliser les rksultats de 
[HN3] est inutile: J. Nourrigat vient de prouver les thCor&mes de [HN3] 
saris l’utiliser [N]. 
Ptape 2. Par l’intgalitk (2.4) dkduite de (H2), on se ram&e A Ctudier 
des reprtsentations parametrtes par un compact. 
Ptape 3. Dans ce compact, on utilise une complexification de la 
direction fournie par (H,) pour tviter les reprksentations telles que U,(P*) 
soit non inversibles. 11 est nkce@re ici de travailler sur un opkrateur auto- 
adjoint, d’oti l’intervention de Sp dans l’hypothbse (H2). 
&ape 4. On termine comme pour le thkorkme 1 en utilisant la 
formule de Plancherel de H/G. Ici intervient le fait que (G, H) est un espace 
symktrique. 
Donnons pour terminer des applications simples des thkorkmes 
prtckdents : 
EXEMPLE 1. G est le produit direct de R par le groupe de Heisenberg de 
dimension 3, dont l’algbbre de Lie a pour seul crochet non nul: [X, Y] = T. 
5 est l’alg&bre RY. Les reprksentations de G sont bien connues, et dans ce 
cas, le spectre de Z7c,,5, est e. On obtient par exemple le rksultat suivant: 
Si P,, est un polynBme elliptique de degrk 2m, et Qm un polyn6me 
homogkne de degrk m, l’optrateur P,,(c?/dt, d/Lk, xa/az) + Q,,(d/az) est 
rksoluble dans les distributions en tout point de R3. Cet exemple se 
gCnCralise aiskment A des algbbres de Heisenberg de dimension quelconque. 
EXEMPLE 2. L’algbbre de Lie de G est Q,, dklinie par les crochets non 
nuls: [X, Y] = Z, [X, Z] = T. On peut appliquer le thkorkme 3.2 avec 
9 = RZ, qui est bien l’espace invariant d’une involution. Dans ce cas 
encore, le spectre de n,,,, est Cgal g 6. Si P est un polyn6me homogkne 
de degri: 2n - 3, l’image par n,, 8) de (X2 + Y2)n + TP(X, Y, Z, T) est 
rksoluble sur H/G. En coordonrkes cet opkateur est don& par : [(a/ax)’ + 
(alay - (x2/2) a/at)*]” + (a/at) P(+~x, a/ay - (~72) a/at, xalat, a/at). 
On peut gkkraliser ce type d’exemple au groupes utilisks dans les exem- 
ples de [LB4], qui contiennent les groupes dits de “type H gknkralist.” 
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